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                      Ministerium für Bildung und Frauen                                    Schriftliche Abiturprüfung Schleswig-Holstein                                                                           2008 Leistungskurs Mathematik Thema: Analysis Aufgabe 1 Eine Forschergruppe beobachtet in den Tropen die natürliche Neubesiedelung von Seen bei Überschwemmungen durch bisher in diesen Seen nicht vorhandene Ruderfußkrebse. Ihre Untersuchungen und theoretische Überlegungen legen nahe, dass für diesen Fall die lokale Änderungsrate der Krebsdichte im Wasser einer t e Funktion des Typs fk (t) = k ⋅                  , k > 0, t ≥ 0 folgt, t 2 (1 + e ) 3 Krebse / m d.h. fk(t) gibt zum Zeitpunkt t (in Monaten) die Zuwachsrate in Monat an. Letzteres gilt näherungsweise, da ganzzahlige Funktionswerte die Ausnahme sind. Zunächst sollen Sie diese Funktionenschar untersuchen und Ihre Ergebnisse dann im oben geschilderten Sachkontext deuten. a)   ƒ  Untersuchen Sie die Graphen der Funktionenschar fk auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Extrem- und Wendepunkte. Verzichten Sie bei den Wendepunkten auf den Nachweis des hinreichenden Kriteriums. k e (1 − e ) t         t Zur Kontrolle: f 'k ( t ) = (1 + e )t 3 ƒ  Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f4000 im Bereich 0 ≤ t ≤ 6. (17 P) b) Interpretieren Sie Ihre in Teilaufgabe a) gewonnenen Erkenntnisse über die Funktionen in Bezug auf die Entwicklung der Krebsdichte im Wasser. Untersuchen Sie ferner die langfristige Entwicklung der Dichte. (7 P) M08_A1_H-A nur für Lehrkräfte                                                       Seite 1 von 6
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                      Ministerium für Bildung und Frauen                         Schriftliche Abiturprüfung Schleswig-Holstein                                                               2008 Leistungskurs Mathematik Thema: Analysis c)  Leiten Sie durch geeignete Integrationsmethoden eine Stammfunktion von fk her. ⎛             −k     ⎞ Zur Kontrolle: ⎜⎜ Fk ( t ) =         ⎟⎟ ⎝            1+ e t ⎠ (3 P) d) Bei einem der beobachteten Seen ergaben die Untersuchungen durch Kontrollentnahmen, dass drei Monate nach dem ersten Auftauchen der Ruderfußkrebse in diesem See von einer Dichte von 32 000 Krebsen pro Kubikmeter auszugehen war. Berechnen Sie aus dieser Beobachtung den Parameter k der Modellierung (auf Hunderter gerundet) und bestimmen Sie, wie groß mit diesem Modell die Dichte der Krebse in dem See nach einem Viertelmonat, d.h. nach einer Woche, gewesen war (ebenfalls auf Hunderter gerundet). (3 P) M08_A1_H-A nur für Lehrkräfte                                           Seite 2 von 6
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                      Ministerium für Bildung und Frauen                                                            Schriftliche Abiturprüfung Schleswig-Holstein                                                                                                   2008 Leistungskurs Mathematik Thema: Analysis Zuordnung Bewertung Erwartete Leistung I     II   III a) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: t Die Funktionen haben keine Nullstellen, da die Zähler e in den                                           1 Funktionsgleichungen nie Null werden und k>0 gilt. k                                                                          k Es gilt fk(0) = , daher ist der Schnittpunkt mit der y-Achse P( 0 | ) .                                  1 4                                                                          4 Extrempunkte: Berechnung der ersten Ableitung mithilfe der Quotientenregel: k e ( 1 + e ) − 2 k e (1 + e ) e t       t 2             t        t      t k e (1 − e ) t        t f 'k ( t ) =                                                     =                                       2 (1 + e ) t 4 (1 + e )t 3 Berechnung der zweiten Ableitung : u ( t ) = k e (1 − e ) t          t v( t ) = (1 + e )   t 3 1 u′( t ) = k e (1 − 2 e ) t             t v′( t ) = 3 e (1 + e ) t         t 2 k e (1 − 2 e ) (1 + e ) − 3 k e (1 − e ) (1 + e ) t            t         t 3            2t        t          t   2 f k′′( t ) = (1 + e )t 6 k e (1 − 4 e + e ) t             t      2t f k′′( t ) =                                                                                                   2 (1 + e ) t 4 Notwendig für einen Extrempunkt bei tE ist f k′ ( t E ) = 0 , daher der Ansatz k e (1 − e ) t        t = 0  .                                                                           1 (1 + e ) t 3 k e (1 − e ) t          t Es gilt                               = 0  ⇔     1 −  e t =   0   ⇔    t = 0 . Der    Nenner ist immer (1 + e ) t 3 1 ungleich Null. Hinreichend für einen Extrempunkt bei tE ist f k′ ( t E ) = 0 und f k′′( t E ) ≠ 0 . k                                                           k                 1 Es ist f k′′(0) = − < 0 , weil k > 0 ist. Daher ist P( 0 | ) ein 8                                                           4 Hochpunkt. M08_A1_H-A nur für Lehrkräfte                                                                              Seite 3 von 6
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                      Ministerium für Bildung und Frauen                                                Schriftliche Abiturprüfung Schleswig-Holstein                                                                                      2008 Leistungskurs Mathematik Thema: Analysis Wendepunkt: Notwendig für einen Wendepunkt bei tW ist f k′′( t W ) = 0 , daher der Ansatz k e (1 − 4 e + e ) t         t     2t 1 f k′′( t ) =                              = 0 .  Es  ist (1 + e ) t 4 f k′′( t ) = 0 ⇔ 1 − 4 e + e     t     2t = 0. Mit u : = e       t folgt u − 4u + 1 = 0 . 2                                                               1 Die quadratische Gleichung hat die Lösungen u 1 = 2 +                        3 und u 2 = 2 − 3 . Da t ≥ 0 vorausgesetzt wird, erhält man nur die Lösung ( t W = ln 2 + 3 ≈ 1,32 .   )                                                                      1 2+ 3           k Es ist f k ( ln( 2 + 3 )) = k                           =     . Somit ist (3 + 3 )   2 6 ⎛                     k   ⎞ W⎜ ln( 2 + 3 ) | ⎟ oder gerundet W(1,32 | 0,17 k) . ⎝                     6⎠                                                                   1 Wertetabelle: t            0        1        1,32       2        3       4       5    6 f4000(t)       1000       786        665       420      181     71      27   10 M08_A1_H-A nur für Lehrkräfte                                                                  Seite 4 von 6
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                      Ministerium für Bildung und Frauen                               Schriftliche Abiturprüfung Schleswig-Holstein                                                                     2008 Leistungskurs Mathematik Thema: Analysis f4000(t) in 103   P 1 0.8 x W 0.6 0.4 0.2 3 1          2          3          4          5          6t b) Für die Entwicklung der Krebsdichte haben die Ergebnisse aus Teilaufgabe a) folgende Auswirkungen: Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: y-Achse: Zur Zeit t = 0 beginnt eine plötzliche, starke Populations- bzw. Dichtezunahme.                                                 1 x-Achse: Die Population bzw. die Dichte nimmt permanent zu. 1 Extrempunkt: Die größte Populationszunahme findet zum Zeitpunkt t = 0 statt. 1 Wendepunkt: Die Wachstumsrate nimmt zum Zeitpunkt 1,32 Monate (also nach etwas mehr als 5 Wochen) am stärksten ab (verändert sich am stärksten). 1 Anfangs kommt eine große Menge an Ruderfußkrebsen hinzu; deren Dichte vermehrt sich kontinuierlich – sei es durch Fortpflanzung, sei es durch weitere Einschwemmung – jedoch geschieht die Dichteerhöhung in immer kleiner werdendem Umfang. M08_A1_H-A nur für Lehrkräfte                                                 Seite 5 von 6
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                      Ministerium für Bildung und Frauen                                                   Schriftliche Abiturprüfung Schleswig-Holstein                                                                                         2008 Leistungskurs Mathematik Thema: Analysis Die langfristige Entwicklung der Dichte wird beschrieben durch das Verhalten der Funktionen für t → ∞. ⎛ ke      t ⎞         ⎛k⎞ lim ⎜                    ⎟ = lim   ⎜   ⎟ = 0 .                                                     2 t → ∞ (1 + e t ) 2 ⎝                ⎠         ⎝ ⎠ t → ∞ et 1 Damit strebt die Wachstumsrate gegen Null und die Population bzw. Dichte bleibt dann nahezu konstant. c) Stammfunktion: Integration durch Substitution: du              du u(t): = (1 + e ), dann ist u′(t) = e = t                           t ⇒ dt = t dt               e t k e du          k               k            k                             3 ∫ f k ( t ) dt =  ∫ u 2 et ∫ u 2 =       du    =   − u +  C = − 1+ e t + C d) Dk(t) beschreibe die Krebsdichte t Monate nach Beginn der Besiedelung. Es ist Dk(t) = Fk(t) – Fk(0) . Mit der Stammfunktion aus Teil c) ergibt sich: −k        k        ⎛1      1 ⎞ Dk (t) =                +    =   k  ⎜ ⎜  −        t ⎟ ⎟  .   k bestimmt  sich  demnach    aus 1+ e t 2        ⎝ 2 1+ e ⎠ ⎛1           1 ⎞ der Gleichung: 32 000 = k ⎜⎜ −                             ⎟ 3 ⎟ , woraus gerundet   k = 70  700 ⎝2 1+ e ⎠ folgt. Die Population bzw. Dichte nach einem Viertelmonat betrug dann mit ⎛1         1        ⎞ D 70 700 (0,25) = 70 700 ⎜ −                         ⎟   etwa   4400 Krebse   pro m 3 . ⎝2 1+ e ⎠                                                              3 0 , 25 12    15   3 M08_A1_H-A nur für Lehrkräfte                                                                     Seite 6 von 6
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                      Ministerium für Bildung und Frauen                                                Schriftliche Abiturprüfung Schleswig-Holstein                                                                                      2008 Leistungskurs Mathematik Thema: Analysis Aufgabe 2 Gegeben ist eine Schar von Funktionen f a durch die Funktionsgleichung f a ( x) = ln(a + x ) mit a ∈ IR. 2 Die Graphen der Schar werden mit Ga bezeichnet. a)  Geben Sie den maximalen Definitionsbereich von f a in Abhängig- keit von a an. Untersuchen Sie Ga auf Symmetrie, gemeinsame Punkte mit den Koordinatenachsen, Extrempunkte und Wendepunkte. Verzichten Sie bei den Wendepunkten auf den Nachweis des hinreichenden Kriteriums. (Achten Sie auf Fallunterscheidungen.) Zeichnen Sie G0 und G0,25 in ein kartesisches Koordinatensystem. (17 P) b) Für 0 < a < 0,5 sind die Punkte A( a | ln(2a )) , B(− a | ln(2a)) und O(0 / 0) Eckpunkte eines Dreiecks, das um die y-Achse rotiert. Bestimmen Sie den Wert a , für den der Rauminhalt des entstehenden Kegels maximal wird. (5 P) c)  Es sei a = 0 . Der Graph G0 , die x-Achse und die Gerade mit der Gleichung x = e schließen eine Fläche ein. Berechnen Sie den 2 Inhalt dieser Fläche und zeigen Sie dabei durch eine geeignete Integrationsmethode, dass             ∫ ln( x ) dx = ( x  ⋅ ln( x ) −  x ) + C gilt. (5 P) d) Es werden die Graphen der Funktionen f e und g mit den Funktionsgleichungen 2 fe ( x ) = ln(e + x ); x ∈ IR; x ≥ 0        und        g ( x) = e − e ; x ∈ IR; x ≥ 1 x betrachtet. Zeigen Sie, dass die Graphen der Funktionen f e und g spiegelbildlich zueinander liegen. (3 P) M08_A2_H-A nur für Lehrkräfte                                                                  Seite 1 von 4
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                      Ministerium für Bildung und Frauen                                           Schriftliche Abiturprüfung Schleswig-Holstein                                                                                    2008 Leistungskurs Mathematik Thema: Analysis Zuordnung Erwartete Leistung                              Bewertung I     II    III a) Definitionsbereich : + Der Definitionsbereich der Logarithmusfunktion ist IR , daher 2 muss a+x positiv sein. Daraus folgt D f a = IR für a > 0 , 1 D f a = IR\ {0} für a = 0 , { Dfa = x | x < − − a ∨ x >               −a  } bzw. Dfa = x | x >    {               } − a für a < 0 .                                    1 Symmetrie: Ich untersuche die Beziehung f a (− x) = f a ( x). f a (− x) = ln(a + (− x) ) = ln(a + x ) = f a ( x). Also liegt eine 2         2 Symmetrie zur y-Achse vor.                                                      1 Achsenschnittpunkte : Die Graphen Ga schneiden die y-Achse bei f a (0) = ln(a ) für a > 0 . Für a ≤ 0 gibt es keine Schnittpunkte.                                 1 Für Schnittpunkte mit der x-Achse gilt f a ( xN ) = 0 . Aus 2 ln(a + x ) = 0 folgt a+x = 1. Lösungen sind 2 x N1 = 1 − a und x N2 = − 1 − a für a ≤ 1 , d.h. 2 für a=1 gibt es nur einen „Schnittpunkt“ N1(0/0). Für a>1 gibt es keine Schnittpunkte. Extrempunkte: Ableitungen 2 x f a′ ( x ) =          ,                                                    1 a+x   2 ′′          2( a − x 2 ) f a ( x) =                                                                         1 (a + x ) 2 2 Notwendig für das Vorliegen eines Extremums ist, dass f a′ ( xE ) = 0 ist. Daraus folgt xE = 0 und a ≠0. 1 Für a=0 existieren keine lokalen Extrema. Es ist noch eine hinreichende Bedingung, z. B. f a′ ( xE ) = 0 ″                                                              1 und          f a ( xE ) ≠ 0 zu untersuchen. 2 f a′′(0) = , a≠0 a Fallunterscheidung: 1 Für a>0 ist f a′′(0) > 0 , d.h. an der Stelle 0 liegt ein lokales Minimum vor. Der Funktionswert ist ln(a). M08_A2_H-A nur für Lehrkräfte                                                              Seite 2 von 4
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                      Ministerium für Bildung und Frauen                               Schriftliche Abiturprüfung Schleswig-Holstein                                                                     2008 Leistungskurs Mathematik Thema: Analysis Hieraus ergibt sich für den Fall a<0, dass kein Extremum                 1 vorliegt, da ln(a) nicht definiert ist. Damit haben nur die Graphen mit a>0 Tiefpunkte Ta(0/ln(a)). Wendepunkte: Notwendige Bedingung für das Vorliegen eines Wendepunktes ist f a′′ ( xW ) = 0 . 2( a − x ) 2 Es ist die Gleichung                = 0 zu lösen. Es folgt (a + x ) 2 2 1 xW1 = + a        und xW2 = − a für a > 0 , weil dann der Nenner an den Stellen xW1, 2 ungleich Null ist . Die Wendepunkte lauten daher W 1(+ a / ln(2a)) und                  1 W 2(− a / ln(2a)) für a > 0 . Zeichnen der Graphen 3 b) Kegel maximalen Rauminhaltes 1 V (a) = − π a ln(2a) ,            r= a 3 2 h = ln(2a) = − ln(2a) , weil 0 < a < 0,5. M08_A2_H-A nur für Lehrkräfte                                                 Seite 3 von 4
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                      Ministerium für Bildung und Frauen                                                         Schriftliche Abiturprüfung Schleswig-Holstein                                                                                               2008 Leistungskurs Mathematik Thema: Analysis Für die Bestimmung der Extremstelle werden die 1. und die 2. Ableitung 1 V ′(a ) = − π (ln(2a ) + 1)                    und 3 1 1 V ′′(a) = − π                                  benötigt.                                           1 3 a Notwendig für das Vorliegen eines Extremums ist, dass V ′(aE ) = 0 ist. Daraus folgt ln(2aE ) + 1 = 0 , 1 somit ergibt sich aE =                   .                                                         1 2e Es ist noch eine hinreichende Bedingung, z.B. V ′(aE ) = 0 und V ′′( aE ) ≠ 0 zu untersuchen. 1                                          1 Da V ′′( ) < 0 , nimmt V für aE =                          ein Maximum an.                         1 2e                                        2e c) Berechnung des unbestimmten Integrals durch partielle Integration: 1 ∫ ln( x ) dx   =  ∫ 1 ⋅ ln( x ) dx  =  x  ⋅ ln( x ) − ∫ x x ⋅   dx =  x ln( x ) − x + C        3 Berechnung der Maßzahl des Flächeninhaltes e2                       e2 2 A = ∫ ln( x )dx = 2 ⋅ ∫ ln( x)dx = 2 ⋅ [ x ln( x) − x] = 2e + 2 2 1 e2        2 1                         1 d) Die Idee zur Lösung entsteht möglicherweise über die grafische Darstellung von f e und g . Es ist zu vermuten, dass die Graphen der Funktionen spiegelbildlich zur 1. Winkelhalbierenden liegen. Dazu ist zu zeigen: g ist Umkehrfunktion zu f e . fe : y = ln(e + x )    2 e = e+ x y            2 ⇒ x=          e −e , x ≥ 0 y 3 Vertauschen der Elemente von Definitionsbereich und Wertebereich ergibt g : y = e − e ; x ∈ IR; x ≥ 1 . x 12    15    3 M08_A2_H-A nur für Lehrkräfte                                                                           Seite 4 von 4
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